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Priklad I-1

Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vsechna x,y € R plati

af () + faf@) —af () — flay) =22+ f(y) — f(z +y).

Priklad I-2

Uvazujme rozdéleni pravidelného n-tthelniku na n — 2 trojihelnikd pomoci n — 3 jeho thlopii-
cek, které se neprotinaji uvniti tohoto m-thelniku. Dvojbarevnou triangulaci rozumime takové
rozdéleni n-thelniku, v niz je kazdy trojihelnik obarven ¢ernou nebo bilou barvou a kazdé dva
trojuhelniky, které maji spole¢nou stranu, jsou obarveny riznymi barvami. Prirozené ¢islo n > 4
nazveme trianguldrni, pravé kdyz tento pravidelny n-tthelnik ma dvojbarevnou triangulaci tako-
vou, ze pro kazdy jeho vrchol A je pocet ¢ernych trojuhelnikt s vrcholem A vétsi nez pocet bilych
trojuhelniku se stejnym vrcholem A.

Urcete vSechna triangulérni ¢isla.

Priklad I-3

Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AB| < |AC| a I znaci stfed kruznice jemu vepsané. Necht F
je takovy bod strany AC, pro ktery plati |AE| = |AB|. Dale necht G je takovy bod piimky E1I,
pro ktery plati |[XIBG| = |[£CBA]|, pticemz I je vnitinim bodem usecky EG.

Dokazte, ze primka Al, kolmice k primce AFE sestrojend v bodé E a osa uhlu £ BGI se protinaji
v jednom bodé.

Priklad 14

Pro libovolna celd ¢isla n = k = 0 definujeme bibinomicky koeficient <<Z>> predpisem

Uréete vsechny dvojice (n, k) celych ¢isel, kde n > k > 0, takové, ze odpovidajici bibinomicky
koeficient je celé ¢islo.

Pozndamka. Dvojny faktoridl n!! je definovdn jako soucin vsSech sudgch cisel po n, je-li n sudé,
a jako soucin vsech lichiych cisel po n, je-li n liché. Napr. 4!l =2-4 =8, 71 =1-3-5-7 =105
a definujeme O!! = 1.

Time: 5 hours

Time for questions: 60 min 1 / 1
FEach problem is worth 8 points.

The order of the problems does not depend on their difficulty.
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Priklad T-1
Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
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kde a, b, z a y jsou kladné redlna cisla splnujici nerovnosti
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Priklad T-2
Urcete vsechny funkce f: R — R, které pro kazdé x,y € R splnuji podminku

xf(zy) + zyf(z) = f(2°) f(y) + 2°y.

Priklad T-3

Necht K a L jsou dana prirozena Cisla. Na pravouhelnikové desce slozené z 2K x 2L jednotkovych
¢tvercl se pohybuje mravenec z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu. V kazdém kroku
se presune vodorovné nebo svisle na sousedni pole, pricemz na zadné pole nevstoupi vice nez
jedenkrat. Na nékterd pole desky mravenec nemusi vstoupit. V uréitych piipadech tvofi vSechna
nenavstivena pole jediny pravoihelnik, ktery nazveme MEMO-pravoihelnik.

Urcete pocet vSech riznych MEMO-pravouhelniki.

Pozndmka. Pravouhelniky jsou ruzné, pokud nejsou tvoreny tymiz jednotkoviymi ctverci.

Priklad T4

Ve Stastném Mésté zije 2014 obyvatel, které oznaéime Ay, Ao, . . ., Asgra. Kazdy z nich je v kazdém
okamziku bud $tastny, nebo nestastny. Nalada kazdého obyvatele A se méni (z nestastného na
stastného a naopak), pravé kdyz se jiny stastny obyvatel usméje na A. V pondéli rdno bylo ve
Stastném Mésté N $tastnych obyvatel.

Poté se v pondéli obyvatel A; usmél na As, dale se Ao usmal na As atd., az nakonec se Asgi3
usmal na Aspi4. Nikdo z nich se neusmél na zaddného jiného kromé uvedeného obyvatele. Presné
totéz se opakovalo v utery, ve stiedu a ve ¢tvrtek. Ve ¢tvrtek vecer tak bylo ve mésté prave 2000
stastnych obyvatel.

Urcete nejvétsi moznou hodnotu V.

Time: 5 hours

Time for questions: 60 min 1 / 2
FEach problem is worth 8 points.

The order of the problems does not depend on their difficulty.



Team Competition

8. MEMO Sept. 21, 2014

Dresden 2014

Czech version

Priklad T-5

Je déan trojihelnik ABC, v némz |AB| < |AC/|. KruZnice jemu vepsana se dotykd stran BC, C A,
AB po tadé v bodech D, E, F. Osa Al vnitiniho thlu pri vrcholu A protind piimky DFE a DF
po fadé v bodech X a Y. Necht Z znadci patu vysky z vrcholu A.

Dokazte, ze D je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku XY Z.

Priklad T-6

Kruznice k vepsana trojihelniku ABC' se dotyka strany BC v bodé D. Piimka AD protind
kruznici k v bodé L # D. Ozna¢me K stfed kruznice vné pripsané strané BC. Necht M a N jsou
po radé stredy usecek BC a K M.

Dokazte, ze body B, C, N a L lezi na téze kruznici.

Priklad T-7

Kone¢nou mnozinu A prirozenych ¢isel nazveme primeérovou, pravé kdyz pro kazdou jeji neprazd-
nou podmnozinu je aritmeticky prameér jejich prvki také prirozené ¢islo. Jinak feceno, mnozina A
je prumérova, pravé kdyz %(al + ...+ ay) je prirozené ¢islo pro kazdé k > 1 a aq,...,a; € A jsou
navzijem ruzna cisla.

Je dano prirozené ¢islo n. Urcéete nejmensi mozny soucet prvki n-prvkové prumérové mnoziny.

Priklad T-8

Uréete vSechny usporadané ¢tvefice (z,y, z,t) prirozenych ¢isel, které vyhovuji rovnici

207 + 14% = (z + 2y + 2)*.

Time: 5 hours

Time for questions: 60 min 2 / 2
FEach problem is worth 8 points.

The order of the problems does not depend on their difficulty.



